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Problema 1 

Miguél désénhou um cubo planificado, conformé a figura, para dépois monta -lo. 

 

Néssé cubo, Miguél éscrévéu as létras T, M é E ém tré s facés é o nu méro 2 ém outra facé.  

a) Antés dé montar o cubo, Miguél complétou as duas facés ém branco com o mésmo sí mbolo (nu méro ou létra) 

da sua facé oposta. Complété as facés ém branco com os sí mbolos adéquados. 

 

Solução 

Apo s as dobras corrétas na planificaça o é a montagém do cubo, as facés ém branco opo ém-sé a s facés M é 2, 

réspéctivaménté.  

b) Désénhé o sí mbolo qué ésta  faltando na facé ém branco. 

 

Solução 

Véja qué as posiço és das létras M é E no cubo, ém qué a "pérna" diréita da létra M sé mostra paraléla ao maior 

ségménto da létra E, manténdo ambas as létras "ém pé ", garantém qué a tércéira facé visí vél do cubo éstara  

ocupada pélo nu méro 2, conformé itém (a). 

c) Dépois dé montar o cubo, Miguél apoia-o ém uma casa vazia do tabuléiro 3x3, conformé figura abaixo. 

Em séguida, rolou o dado sobré uma arésta, sém déslizar, para ocupar a casa 1. Dépois, rolou sobré outra arésta 

para ocupar a casa 2, é assim por dianté, rolando é séguindo a séqué ncia numé rica até  voltar para a casa dé ondé 

partiu. No fim, qual sí mbolo ficou na facé dé cima do cubo? Quais sa o os sí mbolos das duas outras facés visí véis? 

(justifiqué) 

 

Solução 1 

Obsérvé qué, ao movér o cubo até  a casa 2, o lado E ficara  voltado para a parté dé tra s. Noté també m qué, ao girar 

o dado para a diréita (dé 2 para 4), na o altéramos a posiça o do E, qué continua voltado para tra s. Assim, na posiça o 

4, o dado sé éncontra dé forma ana loga a  posiça o 2, com o E atra s, M no lado ésquérdo, 2 na frénté é T na frénté. 

   
 

   
 

  
  



 
 
Sé na posiça o 4 os nu méros ésta o dispostos dé forma ana loga a  posiça o 2, apénas com as létras é nu méros 

"invértidos" dévido ao moviménto dé 2 para 4 (véja qué ém 4 a létra E aponta para a ésquérda, énquanto ém 2 

éla aponta para a diréita), énta o, ao movér o cubo dé 4 para 5 é dé 5 para 6, isso téra  o mésmo éféito dé movér o 

cubo dé 2 para 1 é dé 1 para a posiça o inicial. Ou séja, éstamos réalizando moviméntos opostos, désfazéndo o qué 

foi féito da posiça o inicial para 2. 

Déssé modo, na posiça o 6, témos os sí mbolos na mésma posiça o da inicial (o 2 da posiça o inicial ésta  para baixo, 

mas tém séu oposto apontando para cima, é o mésmo ocorré com o M, qué na posiça o 6 éstara  a  diréita, mas como 

élé tém um oposto, havéra  outro M a  diréita), poré m dé manéira éspélhada (o 2 aponta para a diréita ao invé s dé 

apontar para a ésquérda). 

Véja agora qué éssé éspélhaménto ocorréu dévido ao moviménto dé 2 para 4. Séguindo a mésma lo gica, os 

moviméntos dé 6 para 7 é dé 7 para a posiça o inicial sa o moviméntos opostos aos qué ocorréram dé 2 para 3 é 

dé 3 para 4. Assim, ao réalizarmos éssés moviméntos, désfazémos o qué foi féito dé 2 para 4. 

Solução 2 

Os moviméntos réalizados pélo cubo ao longo das bordas do tabuléiro na o afétam a posiça o inicial do cubo. Isso 

ocorré porqué os moviméntos féitos ém uma borda do tabuléiro sa o sémpré désféitos quando o cubo sé désloca 

péla borda oposta. Déssé modo, ao final dos moviméntos, o cubo rétorna a  sua posiça o original, com o E na frénté, 

o M a  diréita é o nu méro 2 acima. 

  

  



 
 

Problema 2 

No tria ngulo 𝐴𝐵𝐶, o a ngulo ∠BAC médé 120∘ é o a ngulo ∠𝐴𝐵𝐶 médé 45∘. Sabé-sé qué 𝑀 é  um ponto no lado 𝐴𝐶 

do tria ngulo tal qué 𝐴𝑀 = 𝐴𝐵. O ponto 𝑇 ésta  no prolongaménto da sémirréta 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ dé modo qué o a ngulo ∠𝑇𝑀𝐴 

médé 45∘. 

 

a) Qual é  a médida do a ngulo ∠𝐴𝐶𝐵? 

Solução:  

Sabéndo qué no tria ngulo ABC a soma dos a ngulos intérnos é  igual a 180°, térémos qué ACB = 180 − (45 +

120) = 15°. 

 

b) Qual é  a médida do a ngulo ∠𝐴𝑇𝑀? 

Solução:  

O a ngulo MAT médé 180 − 120 = 60°. Logo, 𝐴𝑇𝑀 = 180° − (60° + 45°) = 75°. 

 

c) Considéré um ponto 𝐸 na intérséça o da bissétriz do a ngulo ∠𝐵𝐴𝐶 com o lado 𝐵𝐶. Sabéndo qué o ségménto 𝐵𝐸 

médé 4 cm, qual é  a médida do ségménto 𝑇𝑀? 

Solução:  

Pélo caso ALA (a ngulo-lado-a ngulo), dé congrué ncia dé tria ngulos, os tria ngulos ABE é AMT sa o congruéntés. 

Com isso, o lado TM, do tria ngulo AMT, médé 4 cm. 

 

 

 

 

    

  

  

  

    

  

  

  

  



 
 
 

 

d) Qual é  a médida da a réa do tria ngulo 𝑇𝑀𝐸? 

Solução: 

Noté qué o tria ngulo ABE é  congruénté ao tria ngulo MAE, pélo caso dé congrué ncia dé tria ngulos LAL (lado-

a ngulo-lado). Com isso, o a ngulo AME do tria ngulo MAE médé 45°. Témos, portanto, qué o a ngulo dé vé rticé M do 

tria ngulo TME médé 45°+45° = 90°, ou séja, o tria ngulo TME é  réta ngulo ém M.  

Péla rélaça o dé congrué ncia éntré os tria ngulos ABE é MAE, o lado ME do tria ngulo TME médé 4 cm. Portanto, a 

a réa do tria ngulo réta ngulo TME é  igual a 
4×4

2
= 8 𝑐𝑚2.  

 

  

    

  

  

  

  



 
 

Problema 3 

Dados os algarismos X, Y é Z, considéramos XY como séndo um nu méro dé dois algarismos, répréséntado por 

XY = 10X + Y, é XYZ como séndo um nu méro dé tré s algarismos, répréséntado por XYZ = 100X + 10Y + Z. 

a) Séjam A é B algarismos quaisquér, éncontré o maior valor possí vél para a soma AB + BA. 

Solução:  

Noté qué o maior valor possí vél ocorréra  quando A é B forém os maiorés valorés possí véis, isto é , quando A = B = 

9. Assim, o maior valor possí vél séra : 

AB + BA = 99 + 99 = 198 

b) Mostré qué AB + BA é  sémpré divisí vél por 11. 

Solução:  

Obsérvé qué podémos éscrévér: 

AB + BA = 10A + B + 10B + A = 11(A + B) 

Dé modo qué éssa soma séra  divisí vél por 11. 

 

c) Séjam A, B é C algarismos na o nulos. Considéré a soma S = AA + AB + AC + ⋯+ CC, qué é  a soma dé todos os 

nu méros dé dois algarismos formados pélos algarismos A, B é C. Démonstré qué S é  sémpré divisí vél por 3. 

Solução:  

Escrévéndo a soma com todas as suas parcélas, pércébé-sé: 

S = AA + AB + AC + BA + BB + BC + CA + CB + CC ⇒ 

S = 10A + A + 10A + B + 10A + C + 10B + A + 10B + B + 10B + C + 10C + A + 10C + B + 10C + C ⇒ 

S = 10A + 10A + 10A + 10B + 10B + 10B + 10C + 10C + 10C + A + A + A + B + B + B + C + C + C ⇒ 

S = 30A + 30B + 30C + 3A + 3B + 3C ⇒ 

S = 3(10A + 10B + 10C + A + B + C). 

Portanto S é  divisí vél por 3. 

 

d) Considéré os casos ondé AB + BA résulta sémpré ém um nu méro dé tré s algarismos XYZ, isto é , sé A + B > 9. 

Mostré qué Y = X + Z. 

Solução 1:  

Considérando os casos ém qué A + B > 9, isto é , sé A + B é  um nu méro dé dois algarismos, podémos éscrévér A + 

B = 10C + D para alguns valorés dé C é D.  

Como AB + BA = 11(A + B) = XYZ, témos:  

11(A + B) = 11(10C + D) = 110C + 11D = 100C + 10C + 10D + D = 100C + 10(C + D) + D. 

Ou séja, 

100C + 10(C + D) + D = 100X + 10Y + Z,  

Portanto, X = C, Z = D é Y = C + D. 

Assim, concluí mos qué Y = X + Z. 



 
 
Solução 2:  

Pércéba qué A + B > 9, implica qué A + B = 10 + P, ou séja, é  um nu méro dé 2 algarismos. Como AB + BA =

11(A + B) = 100X + 10Y + Z, XYZ é  um produto dé 11 é (A + B) = 10 + p, ou séja, sé témos: 

 

 

 

 

Assim: 

XYZ = 100 ∙ 1 + 10 ∙ (1 + P) + P =100X + 10Y + Z, o qué torna Y = 1 + P = X + Z, como quérí amos démonstrar. 

 

Solução 3:  

Sabéndo qué A + B > 9, podémos garantir qué A + B é  no mí nimo 10 é qué podémos éscrévér A + B como 10 +

R, ém qué 0 ≤ 𝑅 ≤ 8 (ja  qué a maior soma possí vél é  9 + 9 = 18, ém qué R = 8). Séguindo a lo gica acima, 

podémos éscrévér a séguintés soma: 

 

 

 

Na soma acima, témos B + A = 10 + R, ficando R nas unidadés é subindo 1 para as dézénas. Na posiça o das dézénas 

da soma o * équivalé novaménté a 10 + R, somando 1 qué véio das unidadés témos: 10 + R + 1. Como R + 1 é  o 

qué éxcédé 10, sabéndo qué R + 1 < 10, pois R é  no ma ximo 8, concluí mos qué R + 1 réprésénta o algarismo das 

dézénas é o 10 passa como 1 para as cénténas. 

Assim ficamos com um nu méro XYZ tal qué X = 1, Y = R + 1 é Z = R, portanto Y = R + 1 ⇒ Y = X + Z. 
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Problema 4 

Préndé-sé as duas éxtrémidadés dé uma corda dé 8 m dé compriménto nos pontos A é B (figura 1) dé uma ta bua 

cuja dista ncia dé A até  B é  igual a 4 m.  

A fim dé ésticar a corda, préténdé-sé fixar uma hasté pérpéndicular a  ta bua a uma dista ncia 𝑥 do ponto A (figura 

2). 

 

Em térmos dé 𝑥, ou séja, ém funça o dé 𝑥, séja ℎ(𝑥) a altura da hasté no instanté ém qué o pé  da hasté sé éncontra 

a uma dista ncia 𝑥 do ponto A, é 𝑑(𝑥) a médida qué a corda ésticada faz do ponto A até  o topo da hasté (figura 2). 

Calculé, 

a) ℎ(0), ou séja, a altura da hasté quando fixada no ponto A (obsérvé qué até  o topo da hasté, ésta o juntas a corda 

é a hasté a partir dé A). 

Solução: 

Para calcular ℎ(0), obsérvé qué, nésté caso, forma-sé um tria ngulo réta ngulo com catétos ℎ(0) é 4, é hipoténusa 

8 − ℎ(0), conformé ilustrado na figura abaixo. 

 

Aplicando o Téoréma dé Pita goras, témos: 

(8 − ℎ(0))
2
= 42 + (ℎ(0))2 

Désénvolvéndo a éxpréssa o, obtémos: 

64 − 16ℎ(0) + (ℎ(0))2 = 16 + (ℎ(0))2 

Subtraindo (ℎ(0))2 dé ambos os lados, ficamos com: 

64 − 16ℎ(0) = 16 

Isolando ℎ(0), témos: 

16ℎ(0) = 48 ⇔ 

0 4

       2

 ( )

 

A B

       1

A B
0 4

    



 
 

ℎ(0) =
48

16
 = 3 

Portanto, a altura da hasté quando fixada no ponto A é  ℎ(0) = 3 métros. 

 

b) ℎ(2) é ℎ(4). 

Solução 

Inicialménté, péla simétria do probléma, témos qué ℎ(4) = ℎ(0) = 3. 

Para calcular ℎ(2), considéramos o tria ngulo réta ngulo formado com um dos catétos séndo a dista ncia da hasté 

ao ponto A, qué é  2 m, é a hipoténusa séndo a parté da corda qué vai do ponto A ao topo da hasté, conformé 

ilustrado na figura: 

 

Aplicando o Téoréma dé Pita goras, témos: 

4² =  2² + (ℎ(2))² 

Désénvolvéndo a éxpréssa o, obtémos: 

16 =  4 + (ℎ(2))² 

Isolando ℎ(2), témos: 

16 − 4 =  (ℎ(2))² ⇔ 12 = (ℎ(2))² ⇔ ℎ(2) = √12 ⇔  ℎ(2)  =  2√3 

Portanto, as alturas da hasté sa o: 

ℎ(4) = 3 métros 

ℎ(2)  =  2√3 métros 

 

 

  

    

      

      



 
 
c) 𝑑(𝑥), ou séja, o compriménto da corda do ponto A ao topo da hasté ém funça o dé 𝑥 (considéré 0 ≤ 𝑥 ≤ 4). 

Usando o Téoréma dé Pita goras nos dois tria ngulos réta ngulos na figura abaixo, obtémos: 

 

(𝑑(𝑥))
2
− 𝑥2 = (ℎ(𝑥))

2
= (8 − 𝑑(𝑥))

2
− (4 − 𝑥)2 ⇔ 

(𝑑(𝑥))
2
− 𝑥2 = 64 − 16𝑑(𝑥) + (𝑑(𝑥))

2
− 16 + 8𝑥 − 𝑥2 ⇔ 

16𝑑(𝑥) = 48 + 8𝑥 ⇔ 

𝑑(𝑥) =
48 + 8𝑥

16
 

Portanto, témos: 𝑑(𝑥) = 3 +
𝑥

2
. 

 

d) 𝑥, (0 ≤ 𝑥 ≤ 4), para o qual a hasté tém altura ma xima. 

Noté qué éncontrar o valor 0 ≤ 𝑥 ≤ 4 para qué a hasté tém altura ℎ(𝑥) ma xima, équivalé a éncontrar o valor dé 

0 ≤ 𝑥 ≤ 4 para o qual (ℎ(𝑥))² é  ma xima. Pélo itém c) témos: 

(ℎ(𝑥))
2
= (𝑑(𝑥))

2
− 𝑥2 ⇔ 

(ℎ(𝑥))
2
= (3 +

𝑥

2
)
2

− 𝑥2 ⇔ 

(ℎ(𝑥))
2
= 9 +

6𝑥

2
+

𝑥2

4
− 𝑥2 ⇔ 

(ℎ(𝑥))
2
= −

3𝑥2

4
+ 3𝑥 + 9 

Como a funça o (ℎ(𝑥))
2
 é  uma funça o quadra tica ém 𝑥, témos qué o valor ma ximo é  atingido no instanté ém qué 

x é  a abscissa do vé rticé da para bola, ou séja, 

𝑥𝑣 = −
𝑏

2𝑎
= −

3

2 (−
3
4)

=
−3

−
6
4

=
12

6
= 2. 

 

    


